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SOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA DE
SEGUNDA ORDEM DE QUEDA LIVRE POR METODOS
NUMERICOS

Jeremias Bezerra Sobrinho

RESUMO: O presente trabalho tem como objetivo a utilizacdo de métodos numéricos para a
resolucdo da equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem, que descreve 0 movimento de
uma particula em queda livre. Serdo empregados dois métodos: o método de Euler, que mantém
a inclinacdo da funcéo constante ao longo do tempo, e 0 método de Runge-Kutta, que leva em
consideracdo a variacdo dessa inclinacdo. Os resultados obtidos serdo apresentados e
demonstraremos que ambos 0s métodos sao satisfatorios.

Palavras-chave: Equagdes Diferenciais, Fisica Computacional, Métodos Numéricos

Péagina 312



Estudos em Engenharias, Ciéncias Exatas e da Terra no Brasil: Producoes
Multidisciplinares no Século XXI

INTRODUCAO

Equacdes diferenciais ordinarias (EDOs) sdo amplamente utilizadas para modelar
problemas importantes em Engenharia, Fisica e outras areas. Tais equacdes envolvem
derivadas de uma ou mais func¢bes desconhecidas, e sua resolucdo depende de encontrar
uma funcdo cuja derivada satisfaca a equacdo que descreve seu comportamento. No
entanto, a solucdo analitica dessas equacGes pode ser dificil ou impossivel de se obter,
uma vez que muitas vezes elas ndo possuem solugées explicitas (Bassanezi, 2002).

Por essa razdo, métodos numéricos séo frequentemente utilizados para resolver
essas equacdes, uma vez que a solucdo é dada por um conjunto de dados que representa
0 comportamento aproximado da equacdo que resolve o problema (Burden, 2008). Isso
significa que a solucdo numérica ndo leva a uma expressdo matematica explicita que seja
a solucdo da EDO, mas sim a um conjunto de dados que representa a dinamica do
problema abordado.

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo utilizar métodos numéricos para
resolver a equacdo diferencial de segunda ordem que descreve a queda livre de uma
particula.

MATERIAL E METODOS

Serd utilizado, como material experimental, uma pequena bola de papel para
servir como uma particula, uma foto de uma régua para estabelecer a relacéo entre pixels
e metros, um computador para realizar as simula¢fes numéricas e um celular capaz de
utilizar aplicativos ou sensores de movimento.

Os métodos numéricos empregados serdo o método de Euler, conhecido por sua
simplicidade e facil aplicacdo, e 0 método de Runge-Kutta, que proporciona maior
preciséo nos resultados em troca de um aumento no custo computacional.

Quanto ao software cientifico utilizado para a programacdo dos métodos, foi
selecionado o Scilab, um ambiente computacional open source poderoso para aplicagdes
cientificas. Entretanto, é possivel utilizar outro software de preferéncia para o
desenvolvimento.

PREPARACAO DO EXPERIMENTO

Considerando o langamento obliquo de uma particula, observa-se que, no ponto
de altura maxima, a velocidade vertical é nula, enquanto a velocidade horizontal
corresponde a velocidade total da particula. Esse fenémeno pode ser explicado pelo
principio da independéncia dos movimentos de Galileu, que postula que cada movimento
ocorre independentemente do outro (Nussenzveig, 2013). Dessa forma, se aplicarmos a
segunda lei de Newton:

d?y
Prel
Obtemos assim um sistema de EDO de primeira ordem:

=-g (01)
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Em que “g” ¢ a aceleragdo da gravidade e “z” a variavel auxiliar escolhida.

O proximo procedimento consiste em registrar a posicao da particula ao longo do
tempo em uma tabela durante toda a sua trajetoria de queda livre, desconsiderando a
resisténcia do ar. Essa tarefa pode ser realizada por meio de um aplicativo de celular ou
por sensores de movimento.

Posteriormente, é necessario estabelecer a relacao entre pixel e metro, 0 que pode
ser feito utilizando uma fotografia de uma régua para obter o tamanho em pixels. Por
meio de uma regra de trés, € possivel obter a correspondéncia entre as unidades de
medida, transformando, assim, a aceleracdo da gravidade de metros por segundo ao
quadrado para pixel por segundo ao quadrado.

Com isso, € possivel obter uma forma padrdo para o sistema de equacgdes diferenciais
ordinérias de primeira ordem:

/[Definindo a funcéo

function dy = f(2)
dy=1z

endfunction

function dz = f(x, y, 2)
dz = -(GRAVIDADE EM PIXEL)
endfunction

Jé para coletar os dados da tabela foram utilizados os seguintes comandos:

/IColetando os dados da tabela

M = csvRead(‘LOCAL COM OS DADOS’);
X =M(,L);

Y = M(;,2);

T =MC(,3);

Agora s6 falta implementar os algoritmos de solu¢do numérica. Primeiro sera
explicado o método de Euler por ser o mais simples e em seguida 0 método de Runge-
Kutta de segunda e de quarta ordem.

METODO DE EULER

O método de Euler nos diz que, se quisermos calcular a solugdo de uma
determinada equacdo diferencial, podemos aplicar os valores iniciais (X, ;) na ED para

descobrirmos uma primeira inclinagdo da funcao g(xl-, yl-). Esse método numeérico
assume que a inclinagdo da funcéo é constante durante todo o intervalo de tempo. Com
isso, pode-se aproximar a inclinacdo da funcdo no intervalo como sendo praticamente
igual & inclinacdo do inicio do intervalo (Epperson, 2013). Resultando em:

Xiz1=X;+h (03)
Vir1 =Yi + g(xi, yi)h  (04)
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Note que esse € um método elementar e de simples aplicacdo. Devido a isso,
podemos facilmente fazer a substituicdo necessaria para se encaixar no contexto desse
trabalho que usa trés variaveis:

Yi+1 = Yi + 9(x;,yi,2z;)h (05)

O algoritmo do método numérico de Euler sera:

/limplementacéo de Euler

function [x, y, z] = Euler(a, b, h, y0, z0)
X =ah:b
y(1) =y0
z(1) =20

for i=2:length(x)
y()=y(i-1)+h*f(x(i-1),y(i-1).2(i-1));
z(i)=z(i-1)+h*f2(x(i-1),y(i-1),z(i-1));

end

endfunction

Nesse algoritmo o pardmetro “h” representa o tamanho do passo desejado e o
problema de valor inicial esta sendo contornado usando a altura da particula na posicéo
maxima e 0 tempo em que isso ocorre.

METODO DE RUNGE-KUTTA

O método de Runge-Kutta consiste na variagdo da inclinacéo ao longo do tempo,
sendo cada inclinacao associada a um determinado coeficiente de compensacdo. Gerando

uma alteragdo em g (X, V;) e a quantidade de termos vai variar dependendo da ordem
do método que iremos utilizar (Franco, 2015). Por exemplo, para 0 método de ordem 2
com duas variaveis:

ki =9, yi) (06)

ky = g +5hyi +5kh)  (O7)
h

Yit1 = Yi + ;(k1 + k3) (08)

O algoritmo serd mais complexo justamente pelo fato de o método levar em conta a
variacdo na inclinacao:

/Nmplementagdo de RK2 Ja 0 método de ordem 4 além de utilizar
fum;(ti(_—)r;;[ﬁ;'by] - RK2(2,b.1,y0) “ky” e “ky” 'posguiréN dois novos termos
. ?gzl?lgng?h(x) assomados_ as inclinagdes:
KL = £(x(i-1),y(i-1)) ki = g(x;, y:) (09)
Sii)zf(yx((il-)l')yf-(%1)/2;*[1(2111 k2) ko = g(x; + %h, yi + %klh) (10)
gggfunction ks = g(x; + %h: yit %kzh (11)

ko = g(x; +hy; +ksh)  (12)
Vier = Vi + 2 (ks + 2k + 2k + k) (13)

Gerando o seguinte algoritmo:
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/limplementacéo de RK4

function [x, y] = RK4(a, b, h, y0)
x = ah:b;
y(1) =y0;
n = length(x);

for i=1:n-1
k1 =f(x(i), y(i));
k2 = f(x(i)+h/2, y(i)+k1*(h/2));
k3 = f(x(i)+h/2, y(i)+k2*(h/2));
k4 = f(x(i)+h, y(i)+k3*h);
k = (k1+2*k2+2*k3+k4)/6;
y(i+1) = y(i)+k*h;

end

endfunction

E importante notar que os algoritmos de Runge-Kutta sdo mais sofisticados em
comparagao ao algoritmo de Euler, uma vez que levam em conta a variagdo da inclinagéo
ao longo do tempo. Como resultado, 0 uso desses algoritmos exige um maior poder de
processamento computacional. E relevante mencionar ainda que é possivel empregar
algoritmos de Runge-Kutta de ordem superior para lidar com problemas mais complexos,
no entanto, para o escopo deste trabalho, a utilizagdo do método de quarta ordem é
suficiente.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Para obter a solucdo da EDO (um conjunto de dados que representa o
comportamento aproximado da equagéo), é necessario utilizar as informagdes contidas na
tabela e aplica-las ao método numérico escolhido. Além disso, uma maneira de evitar a
propagacdo de erros € reduzir o valor do parametro h, que é responsavel por dividir o
tempo em intervalos iguais. No entanto, & medida que esse parametro é diminuido,
aumenta-se o esforgo computacional necessario, uma vez que mais operagoes
matematicas serdo realizadas.

Plotando os dados obtidos pelo método de Euler e pelas duas versdes do método
de Runge-Kutta obtemos as seguintes figuras (usando h = 0.1 e com h = 0.001):

Passo 0.1
Passo 0.001

-100

Distancia (px)

g

t g

31 312 314 316 318 32 322 324 3126 328 33 332 334 3136 3383 34 342 344 346 148 35
Tempo (s)

Figura 1. Método de Euler.
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Figura 2. Método de Runge-Kutta de ordem 2.

Passo 0.1
Passo 0.001
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31 312 304 296 318 32 322 324 326 328 33 332 234 336 338 34 342 344 346 348 35
Tempo (s)

Figura 3. Método de Runge-Kutta de ordem 4.

Perceba que a distancia esta negativa justamente pelo fato de que o objeto esta
caindo. Uma outra informacdo importante € fato do tempo ndo comeca em zero e sim
guando o objeto esta na sua altura maxima.

CONCLUSAO

Inicialmente, ao analisar o tamanho do passo para todos os métodos, observa-se
que a aproximacao é melhor para um valor menor de h. Essa melhora se deve a divisdo
do tempo em intervalos menores, 0 que proporciona maior precisdo na observacdo do
comportamento da fungcdo. No entanto, 0 aumento no custo computacional e no tempo
necessario para a conclusdo do algoritmo sdo desvantagens.

Em relacdo aos métodos numeéricos utilizados, ambos apresentam resultados
satisfatorios. Entretanto, o método de Euler considera as faixas de tempo constantes em
todo o intervalo, o que contribui para que os métodos de Runge-Kutta de ordem 2 e 4
apresentem melhor desempenho em termos de precisdo. Essas ordens diferem apenas na
localizagé@o dos pontos e nos pesos usados para determinar as inclinagfes, com a precisao
aumentando a medida que a ordem do método aumenta. Para 0 experimento realizado,
como a EDO é dada por uma constante, o desempenho de ambas as ordens foi semelhante.

Portanto, para a solucdo da EDO que descreve a queda livre de uma particula,
todos os métodos analisados sdo alternativas vidveis a solucdo analitica. No entanto, o0s
métodos de Runge-Kutta de ordem 2 e 4 apresentam melhor precisdo, com a consequéncia
do aumento do custo computacional.

AGRADECIMENTOS

Agradeco & Escola de Ciéncias e Tecnologia (ECT), ao Departamento de Fisica
Tedrica e Experimental (DFTE) e o Departamento de Engenharia de Computacdo e de
Automacédo (DCA) da Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFRN) pelo

Péagina 317



Estudos em Engenharias, Ciéncias Exatas e da Terra no Brasil: Praducaes
Multidisciplinares no Século XXI

conhecimento adquirido ao longo da minha formacdo. Além disso, gratifico o Conselho
Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico (CNPq) pelo apoio financeiro.

REFERENCIAS

Bassanezi, R. C. Ensino — aprendizagem com modelagem matematica: uma nova
estratégia. Contexto, Sao Paulo, 2002.

Burden, R. L; Fairies, J. D. Analise Numérica. Cengage CTP, S&o Paulo, 2008.

Epperson, J. F. An Introduction to Numerical Methods and Analysis. Wiley, Nova
Jersey,2013.

Franco, N. B. Calculo Numérico. Pearson, S&o Paulo, 2015.
Nussenzveig, H. M. Curso de fisica basica, 1: mecanica. Blucher, Sdo Paulo, 2013.

Pagina 318



