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RESUMO: O presente trabalho tem como objetivo a utilização de métodos numéricos para a 

resolução da equação diferencial ordinária de segunda ordem, que descreve o movimento de 

uma partícula em queda livre. Serão empregados dois métodos: o método de Euler, que mantém 

a inclinação da função constante ao longo do tempo, e o método de Runge-Kutta, que leva em 

consideração a variação dessa inclinação. Os resultados obtidos serão apresentados e 

demonstraremos que ambos os métodos são satisfatórios. 
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INTRODUÇÃO 

Equações diferenciais ordinárias (EDOs) são amplamente utilizadas para modelar 

problemas importantes em Engenharia, Física e outras áreas. Tais equações envolvem 

derivadas de uma ou mais funções desconhecidas, e sua resolução depende de encontrar 

uma função cuja derivada satisfaça a equação que descreve seu comportamento. No 

entanto, a solução analítica dessas equações pode ser difícil ou impossível de se obter, 

uma vez que muitas vezes elas não possuem soluções explícitas (Bassanezi, 2002). 

Por essa razão, métodos numéricos são frequentemente utilizados para resolver 

essas equações, uma vez que a solução é dada por um conjunto de dados que representa 

o comportamento aproximado da equação que resolve o problema (Burden, 2008). Isso 

significa que a solução numérica não leva a uma expressão matemática explícita que seja 

a solução da EDO, mas sim a um conjunto de dados que representa a dinâmica do 

problema abordado. 

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo utilizar métodos numéricos para 

resolver a equação diferencial de segunda ordem que descreve a queda livre de uma 

partícula. 

 

 

MATERIAL E MÉTODOS 

Será utilizado, como material experimental, uma pequena bola de papel para 

servir como uma partícula, uma foto de uma régua para estabelecer a relação entre pixels 

e metros, um computador para realizar as simulações numéricas e um celular capaz de 

utilizar aplicativos ou sensores de movimento. 

Os métodos numéricos empregados serão o método de Euler, conhecido por sua 

simplicidade e fácil aplicação, e o método de Runge-Kutta, que proporciona maior 

precisão nos resultados em troca de um aumento no custo computacional. 

Quanto ao software científico utilizado para a programação dos métodos, foi 

selecionado o Scilab, um ambiente computacional open source poderoso para aplicações 

científicas. Entretanto, é possível utilizar outro software de preferência para o 

desenvolvimento. 

 

PREPARAÇÃO DO EXPERIMENTO  

Considerando o lançamento oblíquo de uma partícula, observa-se que, no ponto 

de altura máxima, a velocidade vertical é nula, enquanto a velocidade horizontal 

corresponde à velocidade total da partícula. Esse fenômeno pode ser explicado pelo 

princípio da independência dos movimentos de Galileu, que postula que cada movimento 

ocorre independentemente do outro (Nussenzveig, 2013). Dessa forma, se aplicarmos a 

segunda lei de Newton: 

 
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2 = −𝑔 (01) 

Obtemos assim um sistema de EDO de primeira ordem: 
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] = [
𝑧

−𝑔] (02) 

Em que “g” é a aceleração da gravidade e “z” a variável auxiliar escolhida. 

            O próximo procedimento consiste em registrar a posição da partícula ao longo do 

tempo em uma tabela durante toda a sua trajetória de queda livre, desconsiderando a 

resistência do ar. Essa tarefa pode ser realizada por meio de um aplicativo de celular ou 

por sensores de movimento. 

            Posteriormente, é necessário estabelecer a relação entre pixel e metro, o que pode 

ser feito utilizando uma fotografia de uma régua para obter o tamanho em pixels. Por 

meio de uma regra de três, é possível obter a correspondência entre as unidades de 

medida, transformando, assim, a aceleração da gravidade de metros por segundo ao 

quadrado para pixel por segundo ao quadrado. 

Com isso, é possível obter uma forma padrão para o sistema de equações diferenciais 

ordinárias de primeira ordem: 

 

      Já para coletar os dados da tabela foram utilizados os seguintes comandos: 

 

            Agora só falta implementar os algoritmos de solução numérica. Primeiro será 

explicado o método de Euler por ser o mais simples e em seguida o método de Runge-

Kutta de segunda e de quarta ordem. 

 

MÉTODO DE EULER 

            O método de Euler nos diz que, se quisermos calcular a solução de uma 

determinada equação diferencial, podemos aplicar os valores iniciais (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) na ED para 

descobrirmos uma primeira inclinação da função 𝑔(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖). Esse método numérico 

assume que a inclinação da função é constante durante todo o intervalo de tempo. Com 

isso, pode-se aproximar a inclinação da função no intervalo como sendo praticamente 

igual à inclinação do início do intervalo (Epperson, 2013). Resultando em: 

 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ (03) 

 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝑔(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)ℎ (04) 

//Definindo a função 

function dy = f(z)  

      dy = z 

endfunction 

 

function dz = f(x, y, z)  

      dz = -(GRAVIDADE EM PIXEL) 

endfunction 

//Coletando os dados da tabela 

M = csvRead(‘LOCAL COM OS DADOS’);  

X = M(:,1); 

Y = M(:,2); 

T = M(:,3); 
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Note que esse é um método elementar e de simples aplicação. Devido a isso, 

podemos facilmente fazer a substituição necessária para se encaixar no contexto desse 

trabalho que usa três variáveis: 

 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝑔(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)ℎ (05) 

O algoritmo do método numérico de Euler será: 

 

Nesse algoritmo o parâmetro “h” representa o tamanho do passo desejado e o 

problema de valor inicial está sendo contornado usando a altura da partícula na posição 

máxima e o tempo em que isso ocorre. 

 

MÉTODO DE RUNGE-KUTTA 

O método de Runge-Kutta consiste na variação da inclinação ao longo do tempo, 

sendo cada inclinação associada a um determinado coeficiente de compensação. Gerando 

uma alteração em 𝑔(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) e a quantidade de termos vai variar dependendo da ordem 

do método que iremos utilizar (Franco, 2015). Por exemplo, para o método de ordem 2 

com duas variáveis: 

 𝑘1 = 𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) (06) 

 𝑘2 = 𝑔(𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘1ℎ) (07) 

 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
ℎ

2
(𝑘1 + 𝑘2) (08) 

O algoritmo será mais complexo justamente pelo fato de o método levar em conta a 

variação na inclinação: 

Já o método de ordem 4 além de utilizar 

“𝑘1” e “𝑘2” possuirá dois novos termos 

associados as inclinações: 

 𝑘1 = 𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) (09) 

 𝑘2 = 𝑔(𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘1ℎ) (10) 

 𝑘3 = 𝑔(𝑥𝑖 +
1

2
ℎ, 𝑦𝑖 +

1

2
𝑘2ℎ (11) 

 𝑘4 = 𝑔(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑘3ℎ) (12) 

 𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 +
ℎ

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)   (13) 

Gerando o seguinte algoritmo: 

//Implementação de Euler 

function [x, y, z] = Euler(a, b, h, y0, z0)  

    x = a:h:b 

    y(1) = y0  

    z(1) = z0 

for i=2:length(x) 

    y(i)=y(i-1)+h*f(x(i-1),y(i-1),z(i-1)); 

    z(i)=z(i-1)+h*f2(x(i-1),y(i-1),z(i-1));  

end 

endfunction 

//Implementação de RK2 

function [x, y] = RK2(a, b, h, y0) 

      x = a:h:b 

      y(1) = y0 

for i=2:length(x) 

      k1 = f(x(i-1),y(i-1)) 

      k2 = f(x(i), y(i-1) + h*k1) 

      y(i) = y(i-1) + (h/2)*(k1 + k2)  

end 

endfunction 
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É importante notar que os algoritmos de Runge-Kutta são mais sofisticados em 

comparação ao algoritmo de Euler, uma vez que levam em conta a variação da inclinação 

ao longo do tempo. Como resultado, o uso desses algoritmos exige um maior poder de 

processamento computacional. É relevante mencionar ainda que é possível empregar 

algoritmos de Runge-Kutta de ordem superior para lidar com problemas mais complexos, 

no entanto, para o escopo deste trabalho, a utilização do método de quarta ordem é 

suficiente. 

 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Para obter a solução da EDO (um conjunto de dados que representa o 

comportamento aproximado da equação), é necessário utilizar as informações contidas na 

tabela e aplicá-las ao método numérico escolhido. Além disso, uma maneira de evitar a 

propagação de erros é reduzir o valor do parâmetro h, que é responsável por dividir o 

tempo em intervalos iguais. No entanto, à medida que esse parâmetro é diminuído, 

aumenta-se o esforço computacional necessário, uma vez que mais operações 

matemáticas serão realizadas. 

Plotando os dados obtidos pelo método de Euler e pelas duas versões do método 

de Runge-Kutta obtemos as seguintes figuras (usando ℎ = 0.1 e com ℎ = 0.001): 

 

Figura 1. Método de Euler. 

//Implementação de RK4 

function [x, y] = RK4(a, b, h, y0)  

      x = a:h:b; 

      y(1) = y0; 

      n = length(x);  

for i=1:n-1 

      k1 = f(x(i), y(i)); 

      k2 = f(x(i)+h/2, y(i)+k1*(h/2)); 

      k3 = f(x(i)+h/2, y(i)+k2*(h/2)); 

      k4 = f(x(i)+h, y(i)+k3*h); 

      k = (k1+2*k2+2*k3+k4)/6; 

      y(i+1) = y(i)+k*h;  

end 

endfunction 

 

 

 

endfunction 
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Figura 2. Método de Runge-Kutta de ordem 2. 

 

Figura 3. Método de Runge-Kutta de ordem 4. 

Perceba que a distância está negativa justamente pelo fato de que o objeto está 

caindo. Uma outra informação importante é fato do tempo não começa em zero e sim 

quando o objeto está na sua altura máxima. 

 

CONCLUSÃO 

Inicialmente, ao analisar o tamanho do passo para todos os métodos, observa-se 

que a aproximação é melhor para um valor menor de h. Essa melhora se deve à divisão 

do tempo em intervalos menores, o que proporciona maior precisão na observação do 

comportamento da função. No entanto, o aumento no custo computacional e no tempo 

necessário para a conclusão do algoritmo são desvantagens. 

Em relação aos métodos numéricos utilizados, ambos apresentam resultados 

satisfatórios. Entretanto, o método de Euler considera as faixas de tempo constantes em 

todo o intervalo, o que contribui para que os métodos de Runge-Kutta de ordem 2 e 4 

apresentem melhor desempenho em termos de precisão. Essas ordens diferem apenas na 

localização dos pontos e nos pesos usados para determinar as inclinações, com a precisão 

aumentando à medida que a ordem do método aumenta. Para o experimento realizado, 

como a EDO é dada por uma constante, o desempenho de ambas as ordens foi semelhante. 

Portanto, para a solução da EDO que descreve a queda livre de uma partícula, 

todos os métodos analisados são alternativas viáveis à solução analítica. No entanto, os 

métodos de Runge-Kutta de ordem 2 e 4 apresentam melhor precisão, com a consequência 

do aumento do custo computacional. 
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