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UMA PROPOSTA DE PESQUISA PARA O ENSINO DE
ANALISE REAL NA FORMACAO DOCENTE COM O USO
DE MATHLETS

Greice Keli Silva Lacerda

RESUMO: Resumo: Esse artigo apresenta uma proposta de tese em fase inicial de elaboracéo
a ser defendida no doutorado do Programa de P6s-Graduacdo em Ensino da Matematica da
Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) para o ensino de Analise Real e trés exemplos
de trabalhos que inspiraram o tema da tese. Os trés trabalhos destacam discussGes importantes
para o0 tema da tese e apresentam consideracdes e conclusdes interessantes sobre o uso das
tecnologias digitais no ensino da disciplina. A pesquisa tem como objetivo geral analisar o uso
de Mathlets no estudo de alguns conceitos de Analise Real por licenciandos em matematica, a
fim de investigar o uso dessa tecnologia na compreensdo de conceitos matematicos e sua
contribuigéo para a formagdo docente com e para o uso de tecnologias digitais. A proposta
inicial é desenvolver uma pesquisa qualitativa dividida em duas etapas: a primeira etapa com
as fases de pré-andlise, elaboracdo e exploracdo do material; e a segunda, inspiradas nas
concepcdes de Bardin (2006) com as fases de tratamento dos dados, elaboracdo de inferéncias
e interpretacdo dos resultados.
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INTRODUCAO

A proposta desse trabalho é apresentar a ideia inicial de uma pesquisa sobre o
ensino de Analise Real e trés exemplos de trabalhos que serviram de inspiragdo para sua
elaboracao.

A Analise Real é considerada por Neri e Cabral (2019) como uma disciplina muito
legal, divertida, elegante, inteligente e recompensadora de se aprender; porém, que néo é
facil de se compreender em um primeiro contato. Alcock (2014) afirma que muitos
alunos, inclusive grandes pensadores matematicos, sdo sensiveis a demanda de raciocinio
I6gico quando se propdem a estudar seus conceitos pela primeira vez, pois sua
complexidade Idgica ultrapassa as complexidades da prépria matematica vivenciada pelo
aluno até entdo.

Esquincalha e Bairral (2017) pontuam que o ensino dos conceitos da disciplina na
licenciatura, da forma como tradicionalmente vem sendo desenvolvido, ndo contribui para
a formacdo docente; e mais, sujeita os alunos a inimeras dificuldades que vao desde a
compreensdo de seus conceitos até as deficiéncias nas demonstracdes e aplicagdes em
outras areas do conhecimento.

Tais dificuldades foram sentidas por mim, enquanto tutora da disciplina de
Elementos de Andlise Real no consorcio CEDERJ e me motivaram a investigar o ensino
dos conceitos dessa disciplina na licenciatura e sua relagdo com as tecnologias digitais.
Pautada nas consideracdes de Lacerda et al. (2020) ressalto, e tenho como hipétese inicial
da pesquisa, que o uso das tecnologias digitais no ensino da matematica possibilita um
maior acesso e compreensao da aplicacdo de conceitos e procedimentos matematicos;
permite a transicdo entre 0 pensamento intuitivo, as simbolizacdes, as generalizacfes e as
formas dindmicas de representacdo do conhecimento matemaético.

Longe de uma visdo ingénua e positivista sobre 0 uso das tecnologias digitais no
ensino da matematica, em especial no ensino da Analise Real, compreendo que a
tecnologia sozinha nédo seria a solucdo de todos os problemas de seu ensino. Mas, que a
tecnologia aliada "as diferentes perspectivas metodologicas promove a criacdo de
possibilidade diversificadas de ensino. A tecnologia por si s6 ndo garante o alcance de
uma aprendizagem auténoma ou de um ensino motivador e contextualizado. Todavia, é
uma alternativa "a repeticao de “velhas praticas” com “novos recursos”, ou seja, “mais do

mesmo”. Ndo quero afirmar que as praticas tradicionais sdo ineficazes ou que todas
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tenham que ser mudadas, pois todos nds fomos formados por e com elas. Mas, temos
disponiveis diferentes possibilidades de ensino da disciplina de Anélise com o uso das
tecnologias e ndo ha porque ndo conhecé-las e utiliz-las.

Os pontos aqui sinalizados e outros de igual relevancia serdo melhor discutidos
durante a pesquisa. Por ora, sabendo que o uso de tecnologias digitais ainda ndo é usual
na disciplina de Anélise Real, mas que sua adog¢do vem sendo discutida por diferentes
pesquisadores educadores matematicos, proponho investigar o uso de Mathlets na
discussdo de conceitos da disciplina de Analise Real visando a construcdo de um
ambiente de aprendizagem aberto a questionamentos e ao estabelecimento de relacGes
entre o simbdlico, a generalizacdo, as visualizag¢fes, o raciocinio logico e as intuigdes.
Ambientes com caracteristicas como o0s construidos por Pinto et al. (2013), Lacerda
(2017) e Lacerda et al. (2020).

Marinho et al. (2010) define um mathlet como uma pequena plataforma independente e
interativa voltada para o ensino de Matematica, desenvolvida com aplicacbes em qualquer
linguagem de programagdo e que podem ser utilizadas em ambientes virtuais ou néo.
Considerando essa definigdo, finalizo essa parte do artigo com a seguinte questdo: como o
estudo de alguns conceitos de Analise Real com o uso de Mathlets pode influenciar a
compreensdo desses conceitos por parte dos licenciandos em matematica e a sua formacao
docente? Para responder esse questionamento, proponho o seguinte objetivo geral:
analisar o uso de Mathlets desenvolvidos para o estudo de conceitos de Anélise Real por
licenciandos em matematica, identificando as influéncias dessa tecnologia no estudo
desses conceitos e sua contribuicdo para a formacdo docente com e para 0 uso de
tecnologias digitais.

Ressalto que compreendo a variedade e a complexidade dos conceitos da Analise
Real e as dificuldades de se desenvolver objetos de aprendizagem para a disciplina. Nesse
ensaio preliminar, apresento possibilidades a serem aplicadas discutindo trés exemplos de

uso de Mathlets inspirados no tema.

Ideias possiveis e suas motivagdes

Retomando a proposta inicial desse trabalho e considerando os pontos levantados
na introducéo, apresento nessa secao trés trabalhos que fazem o uso de Mathlets para o

ensino de conceitos da disciplina Andalise Real ou que a ela estdo relacionados. Trés
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resenhas sintetizam trés trabalhos recentes, buscando um dialogo entre eles: Lacerda
(2017) e Lacerda et al. (2020), seguidos pelo trabalho de Pinto et al. (2013). Essa ordem
ndo se d& por grau de importancia, pois considero os trés trabalhos igualmente
motivadores. Por uma questdo de organizacdo textual e de objetivo da pesquisa em
elaboracdo pretendo enfatizar em maiores detalhes o terceiro trabalho.

Lacerda et al. (2020) prope uma analise das contribui¢des do software Geogebra
no estudo do conceito de Teorema Fundamental do Célculo (TFC) por meio de uma
atividade exploratéria de graficos, que segundo os autores, é elaborada visando
ressignificar sua aprendizagem. O Geogebra € um software gratuito de matematica dindmica
criado por Markus Hohenwarter em 2001, que pode ser utilizado para o ensino e aprendizagem
da matematica. Os autores destacam que o recurso tecnoldgico se mostrou dinamizador e
motivar, potencializou e incentivou o processo de aprendizagem dos participantes e
contribuiu para a ¢ compreensdo e ressignificacdo do TFC e dos conceitos que envolvem
a integral de Riemann. A forma como foram propostas as discussdes e a constru¢do do
ambiente para o didlogo e a troca de experiéncias sdo de grande importancia a minha
pesquisa, uma vez que refere-se ao uso ou metodologia no ambiente constituido.

O trabalho em Lacerda (2017) é resultado de uma dissertacdo de mestrado, que
culminou com a construgdo de um produto educacional. Nesses trabalhos, a autora propde
0 estudo dos conceitos de sequéncia de nimeros reais, subsequéncias de nimeros reais,
limites de uma sequéncia de numeros reais e limites infinitos em Analise Real com 0 uso
do software Geogebra. As atividades propostas possibilitaram discussfes desses conceitos
e o0 desenvolvimento de sua compreensdo intuitiva a partir da experimentacdo,
visualizacdo e simbolizacdo. Resultados da investigagcdo permitem concluir que os
Mathlets desenvolvidos aliados a metodologia de ensino auxiliaram a articulacédo entre o
conhecimento matematico e “os conhecimentos prévios, as visualizagdes, as vivéncias na
manipulacdo do software, as mediagOes e as orientagOes da aprendizagem, as troca de
experiéncia e conhecimento, o planejamento pedagdgico etc.” (LACERDA, 2017, p. 91),
oferecendo subsidios para a modificacdo de praticas pedagogicas e o repensar do processo
de ensino e aprendizagem da disciplina; tanto na modalidade presencial quanto na
modalidade a distancia.

O trabalho de Pinto et al. (2013) n&o é direcionado ao ensino da disciplina de
Analise, mas propdem, no contexto da disciplina de Célculo, discussdes sobre o conceito
de nameros reais, do modelo de reta real, das propriedades e densidade dos ndmeros

racionais e da completude do conjunto dos nimeros reais.
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Os autores iniciam o trabalho como uma discussédo sobre a producao de materiais
para o ensino do conceito de nimeros reais e expdem indmeras dificuldades de alunos e
professores no entendimento desse conceito. Trazem referéncia aos trabalhos da
professora Cydara Ripoll, que destacam que a nocdo de numero real apresentada nos
livros didaticos, mesmo aprovados pelo Plano Nacional do Livro Didatico, ndo é isenta
de erros e ambiguidades. Afirmacdes presentes em textos de alguns livros ou em dados
de sua pesquisa com alunos ilustram tais erros ou ambiguidades. Aqui destaco as
seguintes frases apresentadas por Pinto et al. (2013, p. 189-190) e suas consideracGes

sobre elas:

V2 ndo tem representagdo decimal periddica e por isso ¢ um nimero irracional”
que inverte a ordem Iégica da construcdo dos conceitos: /2 é um niimero

irracional = /2 ndo tem representacéo decimal periédica. Colaborando com o
conflito assim estabelecido relacionado a tais no¢des, encontramos ainda y =
3,2385769... = y é irracional; além de definicbes como: Numero irracional é
todo nimero cuja expansdo decimal é desconhecida.

Como alternativa para 0 ensino dessas questdes 0s autores propdem buscar
situacOes que instiguem questionamentos sobre os numeros e 0 modelo matematico da
reta real. Essa busca, segundo eles, motivou a idealizagdo de um ambiente de
aprendizagem com computadores como um cenario para investigacdo, entendido como
ambiente que convida e promove a formulagédo de questdes que levem “a exploracao, ao
levantamento de conjecturas e a busca por justificativas.

Em minha pesquisa, a proposta € constituir um ambiente semelhante com o uso
de Mathlets que pretendo desenvolver. Por isto descrevo o objeto em Pinto et al. (2013)
e compartilho algumas ideias surgidas a partir de sua leitura, quando em dialogo com
objetos desenvolvidos em Lacerda (2017) e Lacerda et al. (2020).

O objeto em foco ¢ o denominado “Objeto de Aprendizagem Numeros Reais”
(PINTO et al. 2013, p. 202) e foi projetado pelos autores para permitir a exploracdo da
representacdo decimal de um nimero real a, de sua correspondente representacdo na reta
numerica e da nogdo matematica do modelo de reta real como continua. A partir das
discussOes tedricas sobre a completude do conjunto dos numeros reais, 0S autores
ofereceram uma possibilidade de formalizacdo para as experimentagcdes no software. O
Mathlet desenvolvido (figura 1) permite a movimentacdo de um ponto na reta e seus

botbes possibilitam a aplicacdo de zoom e a alteracéo dos limites de visualizacdo da tela.
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Figura 1. Objeto de Aprendizagem Numeros Reais
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-0.45’6793 -0.456702 -0.45‘8791 -0.4&679 -0.456789 -0,46'6788

(-0.456787, -0.000001)

Fonte: PINTO et al., 2013.

Motivada pelo Mathlet apresentado e por didlogos possiveis com
desenvolvimentos anteriores em minhas experiéncias na escola elementar, idealizo a
construcdo de figuras geométricas com elementos do desenho geométrico, mais
especificamente, a construcdo de quadrados ou retangulos e suas diagonais. Aqui a
proposta é permitir, na reta numérica concebida para ser explorada com o uso do objeto
Numeros Reais, a localizacdo de pontos correspondentes a nUmeros irracionais como raiz

de 2, raiz de 3, etc... Veja a ilustracdo na figura 2.

Figura 2. Construcéo do quadrado de lado 1 e do retangulo de lados 3 e 4.

Fonte: Lacerda, Santos e Giraldo, 2022.

Pedagogicamente, a intencdo é também a de aproximar o ensino da Analise Real
do ensino de disciplinas como Geometria Plana, Geometria Descritiva, Desenho
Geométrico ou Informéatica no Ensino da Matematica dentre outras. A proposta é
contribuir para a formacdo docente para atuacdo na Educacdo Basica, a partir de
experiéncias de construgdo e manipulacéo do software e das discussées de conceitos como
propriedades das figuras planas ou da histéria da construcdo do Teorema de Pitagoras
etc.
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Apds a construcdo da figura plana e de possiveis discussfes sobre sua aplicagédo
no ensino da matemética da Educacdo Basica, lanco a ideia de rebatimento do
comprimento da diagonal no eixo X, arrastando o ponto J (extremo superior da diagonal)
ou o ponto G (vértice inferior direito do retangulo), como ilustrado na figura 3, para
motivar as discussdes sobre a representacdo decimal do valor da diagonal na reta

numeérica.

Figura 3. Rebatimento da diagonal da figura plana no eixo Xx.

Fonte: Lacerda, Santos e Giraldo, 2022.

O objeto proposto por Pinto et al. (2013) utiliza a aplicacdo da ferramenta de zoom
para visualizacdo da representagdo decimal oferecida pelo programa. Em uma proposta
de uso do Mathlet na disciplina de Analise, podemos articular essa experimentagdo como
a fundamentacdo tedrica oferecida pelos autores. Pinto et al. (2013) partem da
representacdo decimal de um nimero real a como a = n,, d,d,d5 ... para estabelecer um
diadlogo com sua representacdo numeérica através da observacdo de intervalos disjuntos de
comprimento 1. Desse modo podemos formalizar uma experimentagdo permitida no
Mathlet concebido.

Em Pinto ela t. (2013) o ndmero real a = ny,d;d,d; ... estaria contido no
intervalo J = [ny, ny + 1), onde n, é parte real do nimero a. Os autores indicam a primeira
casa decimal do nimero a = ng,d;d,d; ... como d; e observam que o intervalo J pode
ser decomposto em dez subintervalos disjuntos J4,J,, J3 ..., J10 de mesmo comprimento

1 2

1. 1
T w@is quer Jp = [no,no +5 ), J2 = [no + 75/ No +E)’ o Jo =

9

—) e ]10=[n0+19—0,n0+1 )

8
ng +—,ng +
[0 10’90 " 10

A parte decimal é entendida como uma composicdo justaposta de digitos
representados pelos algarismo de 0 a 9 por Pinto et al. (2013, p. 200). Inspirados na figura

4 a seguir, os autores idealizaram um ambiente de aprendizagem que remete
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“Intuitivamente e virtualmente” a nog¢des tedricas relacionadas a intervalos encaixantes e

a limites superiores e inferiores de sequéncias de nimeros reais.

Figura 4. A divisdo do intervalo [21, 22) em dez subintervalos de comprimento %, e
ampliagéo do intervalo [21,8;21,9) como sua divisdo em dez subintervalos com

: 1
comprimento .

Fonte: PINTO et al., 2013.

O significado matematico da representacdo de numeros reais em decimais é

ilustrado pelos autores em um quadro, ilustrado na figura 5.

Figura 5. Representacao decimal de um numero real a.

Fonte: PINTO et al., 2013.

A partir das desigualdades apresentada na figura 5, os autores destacaram
discussdes sobre 0 modelo de reta real, das propriedades desses nimeros, sobre a
densidade dos numeros racionais e da completude do campo real. Dai, tanto o mathlet
proposto pelos autores quando a construgdo que proponho permitem a visualizagdo de

a = ny,d,d,d; ... pertencente ao intervalo | = [Tlo + % + gy &

dq
n —
102 10k ' 0 + 10 +

d dr+1
2 4.4k

e ok ) Com a sofisticacao crescente da tecnologia digital, 0 k < 6 no mathlet

dos autores (figura 6) corresponde ao k < 13 na construgéo que sugeri (figura 7).
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Figura 6. Visualizagdo do numero Figura 7. Visualizagdo do nimero real a no
real a no intervalo I. intervalo I.
0450791 045679 -0.450769 1.414213562373 1.414%35023731 1.4142135623732
Fonte: PINTO et al., 2013. Fonte: Lacerda, Santos e Giraldo, 2022.

Isto porque a diferenca na definicdo dos valores de k é devida a limitacdo do
software, que na época da publicacdo do trabalho de Pinto et al. (2013) apresentava no
méaximo de 6 casas decimais e hoje apresenta um maximo de 13 casas decimais.

A experimentacdo com Mathlets, que se articula a formalizacdo tedrica dos
conceitos propostos, podem também prosseguir com discussdes a partir dos seguintes
questionamentos: a) Seria possivel encontrar uma representacdo decimal sem
aproximagBes para os ndmeros: V2 e v5?; e b) Estes numeros sdo racionais ou
irracionais?; e ¢) Podemos provar que v/2 n&o é um ndmero racional?

Outras opcOes a serem propostas sdo discussdes a partir das questdes: d) Seria
possivel construir com materiais concretos circunferéncia, como ilustradas na figura 8,
sem aproximar o valor do raio formado pela diagonal d do retangulo de lados 2 e 4,?; €)
Podemos dizer os raios das circunferéncias ilustradas na figura 8 sdo incomensuraveis. O
que isso significa?; e f) Qual a necessidade de se representar as grandezas

incomensuraveis com simbolos, por exemplo, como /2, /5, /10, V13 e m?.

Figura 8. Circunferéncias de raio d.

Girando o ponto J. Girando o Vvértice G.

Fonte: Lacerda, Santos e Giraldo, 2022.

Minha hipdtese é a de que as ideais e mathlets apresentados nesse primeiro ensaio

permitem experimentagdes e podem apoiar a compreensao, intuitiva, de alguns conceitos
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formais importantes aqui abordados ou de conceitos ndo expostos, como por exemplo, 0s
conceitos de nimeros algébricos e transcendentes. Ainda pensando no uso dos mathlets
no ensino de Analise, o plano é que as compreensdes intuitivas possibilitadas pela
visualizacdo e explora¢des dindmicas na tela do computador complementam e sdo
complementadas com o rigor e a formalizagdo da matematica. Afinal a disciplina exige e
introduz esse rigor. A respeito, destaco as consideragdes de Lacerda et al. (2020, p. 47)
que exprime o seguinte:
Consideramos que em um contexto de sala de aula, o professor poderia
trabalhar a atividade e, em seguida, apresentar as demonstracfes; ou Seja,
poderia trabalhar paralelamente com a tecnologia digital, neste caso, com o
GeoGebra e outras tecnologias, como o quadro, o lapis e o papel; ficando
assim, o professor da disciplina responsavel por apresentar as demonstracoes

necessdrias. Desta forma, o ensino da disciplina ndo “perderia” o seu rigor ¢ a
sua formalizagéo.

Descrevo a seguir os procedimentos metodologicos pensados a priori para a

pesquisa e algumas expectativas para esse trabalho.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A intencdo é realizar uma pesquisa qualitativa exploratdria pautada nas
concepgdes de pesquisa participativa de Creswell (2010). O campo de investigacao seréa
definido no decorrer da pesquisa, mas o0s participantes serdo alunos de licenciatura em
matematica, tanto da modalidade presencial quanto modalidade a distancia.

Os métodos para a coleta de dados serdo definidos, em principio, como: a)
entrevista semiestruturada gravada em audio ou video; b) dois questionarios: um para a
identificacdo de conhecimentos prévios sobre o conceito de sequéncias de fungdes reais
e 0 uso de tecnologias digitais (questionario 1) e outro para avaliacdo das atividades
propostas (questionario 2); ¢) as atividades disponibilizadas em meio digital.

A proposta inicial é desenvolver uma pesquisa em duas etapas: a primeira etapa
composta das fases que classificarei com pré-analise, elaboracdo do material e exploracao
do material; e a segunda etapa, inspirada nas concepg¢des de Bardin (2006) para
organizacéo e categorizagdo dos dados, com as fases de tratamento dos dados, elaboracdo
de inferéncias e interpretacdo dos resultados.

Na fase de pré-analise serd realizado o contato com a universidade, com

professores e alunos dos cursos de licenciatura, a entrevista semiestruturada, gravada em
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audio, com os professores da disciplina e a aplicacdo do questionario 1, em via impressa
ou virtual, para os alunos da disciplina com a intencdo de identificar aspectos importantes
sobre 0 ensino da Analise e 0 uso de tecnologias. Ainda nesta fase, ocorrera uma revisdo
sistematica da literatura (SILVA, 2020) visando uma melhor delimitacdo do referencial
teorico, do problema de pesquisa e do objetivo tracado.

A fase de elaboracdo do material é o inicio a criagdo das atividades no Mathlet.
Neste momento da pesquisa podem ser refinados os procedimentos de coleta de dados ou
incluidos outros procedimentos ndo previstos, mas relevantes para a pesquisa.

A exploracdo do material € a fase de apresentacdo das atividades desenvolvidas e
do ambiente virtual para os licenciados, da abertura do periodo de exploracdo das
atividades e discussbes dos ganhos e das dificuldades encontradas. Ao finalizar as
discussoes, os licenciandos deverdo preencher o questionario 2 disponibilizado online.

A fase de tratamento dos dados inclui elaboracéo de indicadores para a intepretacao
do material coletados. A principio, pensei na técnica de Anélise de Contetdo de Bardin
(2006) e na utilizacéo do software IRaMuTeq como apoio a defini¢do das categorias, que
serdo utilizadas para a elaboracdo de inferéncias e a interpretacdo de resultados. O
IRaMuTeq é um software livre ligado ao pacote estatistico R que auxilia nas andlises de
contetido, lexicograficas e na anlise do discurso. A discussdo dos resultados se dara nessa

etapa a luz dos referenciais escolhidos.

CONSIDERACOES FINAIS

As discussOes, ideias e sugestdes apresentadas nesse ensaio sdo partes de um
processo de pensar uma pesquisa que ainda serd iniciada. Elas ajudam a entender o
contexto de sua aplicagdo, as potencialidades e os obstaculos que se seguirdo. Muitas das
discussdes propostas e dos conceitos apresentados carecem de um maior aprofundamento.
A expectativa é discuti-los mais detalhadamente na pesquisa.

A escolha do software Geogebra para esse trabalho se baseou na escolha dos
trabalhos apresentados como inspiragdo. O software oferece a possibilidade de
representar objetos matematicos em um “estagio dindmico continuo” (LACERDA et al.,
2020, p. 40), possibilitando manipula-los virtualmente, na tela do computados ou do
celular. E no fato das construcdes apresentadas figurarem um trabalhos ja elaborados por
mim e que se encontra disponivel no site do Geogebra, no link:
https://www.geogebra.org/m/bys8zjeb (LACERDA, 2022). Entendendo que um mathlet,
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sendo um objeto de aprendizagem, € um recurso digital dinamico, interativo e que pode
ser reutilizado em diferentes ambientes de aprendizagem e elaborado a partir de uma base
tecnoldgica (AUDINO; NASCIMENTO, 2010). E acrescento, que pode ser aplicado em
diferentes niveis de ensino, dependendo da abordagem metodoldgica escolhida.
Portanto, espero que a experiéncia na producdo dos mathlets para a pesquisa
possibilite o enriquecimento dos meus conhecimentos sobre Andlise e sobre 0s recursos
digitais possiveis para seu ensino; que propicie um ambiente rico em possibilidades de
dialogo, experimentacao e troca de experiéncias; e que ajude os participantes da pesquisa
na compreensdo de alguns conceitos da disciplina e no desenvolvimento da formacéo

docente com e para 0 uso das tecnologias digitais.
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